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Jest rok 1998. William Shelter uzyskuje pozwolenie na publikacje kodu Zrédtowego programu
Macsyma na licencji GPL. Przy okazji zmienia nazwe programu na Maxima. Od tego czasu min¢to
10 lat w ciagu ktérych Maxima przezyta burzliwy rozwdj. Ale po kolei. Macsyma, rozwijana w
MIT od korica lat 60tych, jest programem typu CAS (Computer algerba system), stuzacym do
wykonywania obliczent symbolicznych. W duzym skrécie oznacza to, ze program potrafi
wykonywac obliczenia nie tylko na liczbach ale réwniez na symbolach, przez co spektrum jego
zastosowan znaczaco rosnie. Wsrod wielu funkcji programu znajdziemy te zwiazanie z algebra -
operacje na wektorach, macierzach i listach, rozwigzywanie réwnan oraz uktadéw réwnan, jak 1
analiza matematyczna — obliczanie pochodnej, catkowanie, rozwijanie w szereg Taylora,
znajdowanie granic funkcji, znajdowanie NNW i NWD oraz wiele innych. Dodatkowo do
dyspozycji mamy wiele narzedzie do upraszczania zapisu. Jezeli dodaé do tego obliczanie sum 1
iloczynéw skoniczonych jak i nieskoficzonych, rysowanie wykreséw funkcji (za pomoca gnuplota)
oraz jezyk programowania, uzyskujemy pot¢zna narz¢dzie niezwykle pomocne zaréwno na studiach
jak 1 w pdZniejszej pracy. Wszystko za darmo i zapakowane w intuicyjny interfejs.
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Welcome to wxMaxima Ready for user input

wxMaxima - przyktadowa sesja

Czy jest tytutowa wxMaxima? Sama Maxima narz¢dziem dziatajacym w trybie tekstowym dlatego
jej obstuga moze czasami przysparza¢ probleméw. wxMaxima jest naktadka graficzna, ktéra
umozliwia wygodna pracg oraz nie zmusza nas do nauki i pilnowania sktadni. Oba programu prawie
na pewno znajduja si¢ w repozytoriach twojej dystrybucji. Teraz jest najwyzszy czas na instalacje. U
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mnie na systemie Archlinux po uruchomieniu wxMaximy pojawiala si¢ informacja o niemoznosci
polaczenia si¢ z Maximg aby temu zaradzi¢ wystarczy dodaé do pliku /etc/rc.conf w ustawieniach
sieci linie

lo="lo 127.0.0.1"

Podstawy podstaw

Nie sposob w tak krotkim artykule przedstawi¢ wszystkich mozliwosci tego programu dlatego
chciatbym zasygnalizowac jedynie te najwazniejsze. Zaraz po uruchomieniu na ekranie oprécz
komunikatu powitalnego pojawi si¢ znak zachgty (%i1) oznaczajacy ze Maxima czeka na pierwsze
dane lub polecenia. Z poczatku uzyjemy programu jak kalkulatora, wpisujac w okienku tekstowym,
po INPUT, 2+1, oto co ujrzymy na ekranie:

(%i1) 2+1;

(%o01) 3

%in to n-te wejscia (od INPUT) a %on — n-ty wyjscie (od OUTPUT). W dalszej czesci artykutu
niektdére wyjscia beda pomijane. Wynik ostatniego dzialania przechowuje zmienna %, dlatego aby
podnies¢ wynik dodawania 2 1 1 do kwadratu wpisujemy %”2 lub %i11"2 lub wreszcie %012 na
kazdym razem w odpowiedzi uzyskamy 9 (* mozna stosowa¢ wymiennie z **). Operatory
matematyczne wygladaja tak samo jak w wigkszosci jezykéw programowania. Poniewaz Maxima
jest ,.kalkulatorem” dowolnej precyzji dlatego obliczenie 100! nie jest wigkszym problemem
(display_ascii)

Maxima przechowuje najczg¢sciej uzywane stale matematyczne takie jak 11, e czy i. Odwolujemy si¢
do nich poprzez % (%pi, %e, %i). Funkcje matematyczne wygladaja tak samo jak na calym Swiecie,
oczywistym jest wiec sin(x), cosh(x), atan(x) (=arctg(x)), log(x) (=In(x)), sqrt(x), exp(x) (=e”x) itd.
Wazne jest aby nie stosowac skréconego zapisu mnozenia — nalezy pisa¢ 3*x a nie 3x.
wxMaxima stara si¢ wykonywac obliczenia doktadnie dlatego wyniki nie sa podawane w
przyblizeniu lecz w sposob bardziej matematyczny, przyktadowo:
i: sin(%pi/4)

1

V(2)
Aby poda¢ wynik numeryczny wystarczy nacisna¢ Ctrl+F
0: .7071067811865475

Mozemy uzywaé zmiennych oraz funkcji. W wypadku tych pierwszych operator przypisania ma
postac : w wypadku drugich :=. Przyktadowo:
i: b:7
ira:2
i: a+b
0:9
sqrt(a-b)
V(5)%i
W ostatnim przyktadzie, stusznie otrzymaliSmy wynik w ciele liczb zespolonych.
Utworzmy nastgpujace funkcje:

X 1
f(x>_ lln(x) g(X)_COS(3X)
1: f(x):=x/sqrt(log(x))

i: g(x):=1/cos(3*x)
i: h(x):=sqrt(x**x + x)




Aby obliczy¢ wartos¢ funkcji h(x) dla argumentu np. 5 wystarczy napisac

i: h(5)

o: V3130

Jezeli interesuje nas przyblizona wartos¢, tak jak poprzednio wystarczy wcisnaé Ctrl+F lub od razu
policzy¢ h(5.0). Uzycie utamka dziesigtnego zamiast zwyklego sygnalizuje Maximie iz interesuje
nas dziesi¢tna posta¢ wyniku. Jak nie trudno si¢ domysli¢ funkcje mozemy sktadaé — zobaczmy co
uzyskamy po przeliczeniu np. h(h(2)) czy czego$ bardziej skomplikowanego g(h(-2+£(3))).
Utworzmy teraz jakas przydatng funkcje — logarytm dziesigtny:

1: log10(x):=log(x)/1og10

Szybkie sprawdzenie poprawnosci:

i: log10(10)=1

Wszystko dziata.

Szczegdlnie Zzmudne bywa szukanie dzielnikéw danej liczby nie méwiac juz o dzielnikach
wielomianéw. Nie ma sensu si¢ ograniczac, wigc znajdZmy dzielniki 35!: i: factor(35!). Wynik jest
spektakularny ale tak naprawe kazdy bytby go, po odpowiednio dtugim czasie, w stanie podac. Nie
mozna tego powiedzie¢ o factor(35!+1) — Maxima radzi sobie i z tym. Poszukajmy dzielnikéw
wielomianéw, zasada jest ta sama:

i: factor(x**5+6*x**4+10*x**3-11*x-6)

0: (X-1)*(x+1)"2*(x4+2)*(x+3)

Do ,,rozwijania” wielomianéw mozemy uzywamy polecenia expand:

i: expand((x+1)*10)

0 x'+4x’+6x7+4x+1

Maxima oferuje réwniez inne funkcje rozwijajace i upraszczajace zapis z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych: trigexpand, trigsimp, trigreduce.

Menu

PrzejdZzmy teraz do omawiania menu programu:

Calculus

Tutaj szczegdlnie czgsto bedziemy zagladac rozwigzujac zadania z analizy.

-Integrate:

Obliczamy catki oznaczone jak i nieoznaczone. W wypadku tych pierwszych podajemy granice
catkowania, w wypadku gdy sa to ,,specjalne” wartosci, takie jak e, II czy nieskoficzonosci, mozemy
skorzysta¢ z menu. Dostgpne s3 rowniez dwa algorytmy catkowania numerycznego, mozna z nich
skorzysta¢ gdy ,,normalna” metoda nie przynosi skutku. Policzmy wigc catke nieoznaczong funkcji
g(x) w poprzednich przyktadach: Calculus-Integrate. W polu Integrate wpisujemy g(x). W polu by
variable okreslamy co jest zmienng catkowania — w tym wypadku x. Reszt¢ pozostawiamy bez
zmian. Otrzymany wynik mozemy uprosci¢ wybierajac przycisk Simplify (tr) w dolnego menu, co
jest rownoznaczne z uzyciem funkcji trigsimp. W wypadku catek oznaczonych, postgpujemy
identycznie 1 dodatkowo podajemy granice catkowania.

W tym miejscu widaé po raz pierwszy wyzszos¢ komercyjnych programéw takich jak np.
Mathematica. Czgsto zdarza sig, ze radzi sobie ona z przyktadami z przy ktérych Maxima jest
bezradna. W takim wypadku warto odwiedzi€ strong [1].

-Differentiate

Tutaj obliczymy pochodna funkcji. W wielu wypadkach Maxima poda wynik w bardzo
skomplikowanej postaci wtedy mozemy skorzysta¢ z opcji upraszczajacych zapis. Przyktadowo:

1: diff(x"x,X)

o: x'(log(x)+1)

W okienku times mozemy ustali¢ stopieri szukanej pochodne;.

Jezeli wynik podany przez Maxime jest inny od tego ktéry sami otrzymaliSmy to albo popetniliSmy
btad w obliczeniach albo oba wyniki sa poprawne lecz podane w innej postaci. Aby to sprawdzié



wystarczy odja¢ swdj wynik od tego podanego przez program — jesli wyjdzie 0 to wszystko jest w
porzadku.

-Find limit

Szuka granic obu- lub jedno- stronnych funkcji w punkcie jak i w nieskoficzonosci. Na poczatek cos

X

prostego, definicja liczby e: e=1lim___(1+—)

X —00
X

i limit((1+(1/x))\(x), X, inf);
0: %e
A teraz coS trudniejszego: lim,  xt(1—¢)"""
i imit(x*t*(1-t**2)**(x-1), X, inf);
Is [t"2-11- 1 positive, negative, or zero?p;
Is (t-1)*(t+1) positive, negative, or zero?p;
o: infinity
Wartos¢ granicy przy x zmierzajacym do nieskoficzonosci zalezy od wartoSci parametru ¢, dlatego
Maxima dopytuje si¢ o jego wartos¢ i w zaleznosci od odpowiedzi (w przyktadzie odpowiedzig byto
2 razy positive) oblicza granicg.
Trzeba przyznad, ze szukanie granic funkcji nie jest mocna strong Maximy i w wielu przypadkach
nie przyjdzie nam ona z pomoca.
-Get series
Rozwijanie funkcji wokét wybranego punktu w szereg Taylora dowolnego stopnia (regulowany
przez parametr depth). Przyktadowo, przyblizymy funckje g(x) wielomianem 10-stopnia w punkcie
x=0: Expression: g(X) variable: x around: 0 detph: 10.
1: taylor(g(x), x, 0, 10);
1+(9x%) 135x* 4941x° 201933x® 36829809x "
- + + +
2 8 80 896 44800

Warto zaznaczy¢, ze w przytoczonych przyktadach wszedzie mogliSmy zamiast nazw funkcji
uzywac ich wzoréw.

Rysowanie wykreséw
wxMaxima do rysowanie wykresOw moze korzysta¢ z pomocy gnuplota i nalezy przyznac, ze te
dwa programu bardzo dobrze si¢ uzupetniaja. Przyktadowo narysujmy wykres funkcji sin(In(x)) w
przedziale [0:10]. Z menu wybieramy Plotting — Plot 2D, jako expression podajemy sin(log(x)) oraz
odpowiednio zakres zmiennej x. Jezeli w Format: wybierzemy gnuplot wykres zostanie pokazany w
nowym oknie, jezeli natomiast zdecydujemy si¢ na inline, wykres zostanie narysowany wewnatrz
sesji wxMaximy. Podajac wzér funkcji mozemy oczywiscie uzywac dotychczasowych wejs¢ i wyjsé
(operator %) jak i zdefiniowanych funckji. Przyktadowo, jesli chcemy sprawdzi¢ jak doktadne jest
przyblizenie funkcji sin(x) szeregiem Maclaurina 5-ego stopnia:
1: taylor(sin(x), x, 0, 5);

XX
o: X——+—+..

6 120
1: W:% (zapisanie wyniku do zmiennej W)
Plotting-Plot 2D, Expression: W, sin(x). Jezeli na jednym wykresie chcemy umiesci¢ kilka funkcji,
oddzielamy je od siebie przecinkiem.
Mozemy réwniez pokusié si¢ o wykresy trojwymiarowe. Tutaj tez najlepiej korzysta¢ z gnuplota.
Powiedzmy, na poczatek, ze interesuje nas wyglad jak wyglada funkcja

F(x,y)=V ‘x2+y2 —81r e‘ . Definiujemy ja wiec w Maximie:

1: F(X,y):=sqrt(abs(x**2+y**2-8*%pi*%e))
a nastgpnie Plotting->Plot 3D i uzupetniamy tak jak na rysunku. Opcja gird ustala gestos¢ siatki



natomiast wtaczenie pm3d spowoduje, ze program oprdcz siatki naniesie i odpowiednio pokoloruje
rOwniez powierzchnig. Rysunek XXX przedstawia dodatkowo wykres funkcji sin(x)+cos(y). W
oknie Plot 3D zamiast inline wybrano gnuplot.

15

U u=n"3/6FNT5/108 ——
sinf{x} ——

Funkcja sinus oraz jej przyblizenie

Nastepna uzyteczng funkcja jest Calculate Sum czyli obliczanie sum skoficzonych i nieskoficzonych.
Z tej opcji mozemy korzysta¢ gdy musimy rozsadzi¢ o zbieznoSci szeregu. Zaczniemy od szeregu
geometrycznego: q+q~24+q”3 ....: Sum of: q*k by variable: X from: 1 to: inf. Zostaniemy poproszeni
o odpowiedzenie czy Igl-1 jest dodatnie, ujemne czy rowne 0. Gdy jest ujemne wynikiem bedzie
v 1.2
wzOr na sumg szeregu geometrycznego. Teraz sprawdzimy ile wynosi Zk=l (E)
i: sum((1/k)*2, k, 1, inf), simpsum;

%opi’

6

Wynik jest zgodny z oczekiwaniami. W identyczny sposéb mozemy wyznaczy¢ iloczyny.

Algebra

Jak zostalo juz powiedziane Maxima docelowo stuzy do obliczeri algebraicznych. W tym opisie
skupimy si¢ jednak tylko na tych najprostszych i najbardziej przydatnych. Zajmijmy si¢ macierzami.
Z menu Algebra wybieramy Enter Matrix, nastgpnie podajemy wymiary macierzy, np 3x3. W menu
type mozemy wybra¢ rodzaj macierzy — normalna, symetryczna, diagonalna, antysymetryczna, my
wybierzemy normalng a nastgpnie wypetnimy ja kolejnymi liczbami:

1: matrix(
[7.2,1],
[87794]’
[1,0,3]
Bz o2 1
0:

g8 7 4

1 @ 3

Nazwijmy ta macierz M,

1: M:%

Obliczymy jej wyznacznik. Wybieramy Algebra-Determinant
i: determinant(M)



o: 100

Znajdz teraz macierz odwrotng — Alebra-Invert matrix (lub polecenie invert(M)) a wynik
przetransponujmy Alebra-Transpose matrix (lub polecenie transpose(M)). Jezeli chcemy nazwad
jakas macierz mozemy to uczyni¢ na dwa sposoby, najpierw ja wprowadzi¢ a nastgpnie przypisac jej
nazwg, tak jak zrobiliSmy to w wypadku macierzy M, - i: A:% lub tez wpisa¢ w polu Input A: a
dopiero pdzniej wybra¢ z menu Enter matrix. Mozenie macierzy odbywa si¢ za pomoca . a nie *.
Uzycie tej drugiej spowoduje jedynie przemnozenie przez siebie odpowiadajacych sobie elementow
obu macierzy. Tak jak zostalo powiedziane juz na poczatku, Maxima stuzy do wykonywania
obliczert symbolicznych, wigc jesli chcielibySmy wyprowadzi¢ ogélny wzor na iloczyn dwéch
macierzy 3x3 przez siebie, wystarczy pierwsza z nich nazwaé A i wypelni¢ elementami od al do il
a druga nazwac¢ B i wypetni¢ elementami od a2 do i2 a nastgpnie wykonaé¢ mnozenie A.B. Policzmy
tez iloczyn A i A™

i: A.invert(A)

otrzymamy straszny wynik, klikamy na przycisk Simplify i zgodnie z oczekiwaniami otrzymujemy
macierz jednostkowa.

Podobnie w przyktadach np z calkowaniem $miato mozemy szuka¢ wzoréw ogdlnych na funkcje

p
zawierajace dowolne state np: f arcsin(ﬂ) dx f arctg(px+1)dx f (ﬂ) dx . Identycznie w
X

X
przypadku obliczania pochodnej czy szukania granic. Za kazdym razem nalezy jednak zaznaczaé co
jest zmienng a co stata. Warto przy tym zaznaczy¢, ze funkcje arcus w jezyku angielskim to asin
acos atan actan.

Maxima potrafi réwniez rozwiazywaé réwnania. Przyktadowo rozwiazmy x’+x+2=0 .Z menu
Equations wybieramy Solve 1 wpisujemy réwnanie, okreslamy niewiadoma (X) 1 po chwili mamy
odpowiedz:

—ND%i-1) (1) %i+1)
x= x= X

2, 2,

Ciekawskim polecam znalez¢ pierwiastki réwnania x*+x+2=0 . Istnieja réwnania w ktérych
szukanie doktadnych rozwigzan jest niemozliwe, wtedy pomocne jest Solve numerically. Maxima
potrafi réwniez rozwigzywac uklady rownan. Jesli do czynienia mamy z uktadem réwnan liniowych
wybieramy Equations — Solve linear system np:
x+3y-2z=5
3x+5y+6z=T7
2x+4y+3z=p
Whpisujemy réwnanie a w zmiennych wybieramy X,y,z (p jest parametrem). Natychmiast otrzymamy
wynik:
o: [x=41-7*p,y=3*p-16,z=p-6]
W wypadku innych rownan korzystamy z Equations-Solve algebraic system, obstuga wyglada
identycznie.

o: |

=—1] H2}.x=\frac{\sqrt{7}\,i+1}{2},x=-1]1$$ ).

Wydaje mi sig, ze przedstawitem wszystkie najwazniejsze mozliwosci programu. Warto jednak
pamigtaé, iz umie on znacznie, znacznie wigcej. Na koniec warto odwiedzi¢ strong Maximy [2] oraz
bardzo krétki przewodnik po niej [3] (ang)

[1] http://integrals.wolfram.com/index.jsp
[2] www.maxima.sourceforge.net
[3] http://math-blog.com/2007/06/04/a-10-minute-tutorial-for-solving-math-problems-with-maxima/
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